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Kapitel III. 


Anwendung der gewonnenen Resultate auf Analysis, 
Algebra und Physik. 


13. Wir wollen nunmehr zunächst versuchen, den Fundamen- 


talsatz der 
nämlich, 


Pn—ı 


An—1 


En 
An 


Lehre von den Kettenbrüchen zu beweisen, 


den 


resp. der (n— 1)te und nte Näherungswerth des Kettenbruches 


dass, wenn 
bj 
wi 
aA — 
1 a 


+ 


bn—ı b 


An— ET 


ist, dass alsdann die Relation besteht: 


pr Pn=14n — Ganz bıby Bl 


Bilden wir diese Differenz, so erhalten wir 
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ünther, Darstellung der Näherungswerthe. 
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Satz 
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Wir zerlegen nunmehr die beiden hier vorkommenden Deter- 


minanten vom nten Grade nach den Elementen der nten Horizontal- 


reihe in Unterdeterminanten, während wir die beiden andren unge- 


ändert lassen; wir bekommen so die obige Differenz in folgender 
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Wie man sieht, heben sich die beiden mit 
Ausdrücke fort, und wir erhalten so 


Pa Qn—ı — Pn—ı Qu — 


&n multiplicirten 
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00 0.21 an ee 
n—3 | n—2 

Ve 00 oven en 
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— — bn (Pn-ı Q4n-2 — Pn-2 4n-1) 

Denkt man sich also diese sämmtlichen Differenzen gebildet 
und in eine Reihe geordnet, so zeigt sich, dass jedes folgende Glied 
dieser Reihe gleich ist dem negativen vorhergehenden, multiplicirt 
mit dem zugehörigen Theilzähler. Nun ist 


2—1 
Bu -be =-bb=(-D bb 


somit gilt allgemein der Satz 


n—1 
ud sach Pant anubiabe yakıba „b 
n n—1 n—in n-T’n 
oder, wenn bı — 1 ist, 


Pn Yn—ı —— Pn-ı Ga — äs T% 


Anmerkung. Man überzeugt sich leicht, dass der hier ge- 
gebne Beweis im Wesentlichen mit dem von Euler 
(s. 0. 2) gegebnen übereinstimmt. Derselbe bedient sich 
zur Zerlegung seiner Symbole eines Verfahrens, welches 
ganz dem Zerfällen einer Determinante in ihre Unter- 
determinanten entspricht und auch so wieder auf's Deut- 
lichste zeigt, dass Euler’s Algorithmus seinem eigent- 
lichen Wesen nach eine Rechnung mit Determinanten 
war, freilich in einer für allgemeine Untersuchungen 
höchst unbequemen Form. 

5 * 
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14. Verschiedne andre wichtige Sätze der Lehre von den Ket- 
tenbrüchen lassen sich mit Hülfe unsrer Bezeichnungsweise unmittel- 
bar in ihrer Richtigkeit übersehen. Vergleicht man z. B. die beiden 





Determinanten 

Im, @—10 0 0 

1 ma —1 0 

1 ma 0 

0 0 0 er Lamn | 
und 

pı #1 0 0 

1 pp —1 0 

N 1 p3 . 0 








0 0 0 Pn 
mit einander, so sieht man sofort, dass dieselben nur dann gleich 
sein können, wenn allgemein 
ma — Pa 

ist, unter „a“ einen durchlaufenden Buchstaben verstanden. Diess 
liefert den Satz: zwei gewöhnliche Kettenbrüche, für die sämmtliche 
Theilzähler = 1 sind, können nicht gleich sein, wenn sie nicht iden- 
tisch sind °). | 

Da man eine Determinante bekanntlich dadurch mit einer Zahl 
multiplicitt, dass man eine beliebige Colonne mit einer Zahl 
multiplicirt, so ergiebt sich auch ohne Weiteres, dass man, um einen 
Kettenbruch mit einer Zahl x zu multipliciren, entweder nur den 
ersten Theilzähler oder aber den ersten Theilzähler und Theilnenner 
mit x multipliciren muss, je nachdem der Kettenbruch die Form 


ll b» 
he 
oder die Form 
a0 + = a ba 


hat °°). 
Mit Leichtigkeit kann man nun auch sehen, was aus einem 
Kettenbruche wird, von dem ein Theilzähler den Werth O hat. Es 


sei in dem Kettenbruche 
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2% b 
a a East n br h 
Aar—1 cu 4 Dn 
An 
br = 0, so ist, wenn wir nach Form B. (8. o. 9.) 
a —1 re | a4 1 URS) | 
bs 1219) lee u, . 0 ba a9 —1 a il: 0 | 
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A re ee aan Van 
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| r u | rer 
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setzen, dieser Kettenbruch gleich folgendem Ausdruck 
er WE 
0 ee. u 
0 Dad sun. Baagio 





VE, ba 
nn 

&| —1 0 (0) | 

ba a9 —ı 0 

0 b3 az 0 





| Ö 0 10) Bi . bn an | 

Nun aber tritt für beide Determinanten der Laplace’sche 
Determinantensatz in Kraft *%), so dass man, vorausgesetzt, dass die 
Determinante 
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Ar - N . . 0 


| 
| > 

MANS a 
| h . . > a 


ist, den obigen Bruch folgendermassen schreiben kann 

















Dos 20... 
‘0 a2 —1 £ . . 0 | 
De 0 
0 0 0 hz’a 
b b r-ıiIr—1 
a, + 2 br_ı nz cr 
2 ar a —] 0 0 
bo a9 —1 0 
0 b» a3 0 


0 0 Oridnetish, 2 
11er —1 
Sollte jedoch die Determinante A den Werth 0 haben, so 
würde diese Schlussfolgerung nicht mehr angewandt werden dürfen, 


indem man sonst ®) auf die Form rn geführt würde. Auch zur 


Erkenntniss derjenigen Fälle, wo sich dieses Resultat ergeben würde, 
leistet unser Verfahren gute Dienste; hat man z. B. den Ketten- 
bruch 











b 
Er hei 
Er ar—ı + FR aı 1 9 
— er: ö 
I Ar + 1 As 4 Der a 
As 
so ıst nunmehr 
dr „ar 0 0 
ar Ar +1 —= 1 0 er 
0 —1 as + 1 —as T = 
0 Ö —as As 
In diesem Falle ist die Determinante A = 0 %); addirt man 


nämlich sämmtliche Glieder ein und derselben Horizontalreihe zu- 


sammen, so ist das Resultat O0, die Determinante ist symmetrisch, . 


und also ıst A 0, 


72) Stern, S. 20. 
73) Ibid. S. 24. 
74) Baltzer, 8. 34. 
Laplace, Histoire de l’acad. de Paris, 1774. S. 294. 
75) Stern, 8. 25. 
76) Baltzer, S. 17. 


15. a) Unter einem „reciproken“ Kettenbruch versteht man 
bekanntlich einen solchen, bei welchem die gleichweit von Anfang 
und Ende abstehenden Theilnenner einander gleich sind, während 
sämmtliche Theilzähler den Werth 1 haben. Bei jedem derartigen 
Kettenbruche ist 

at 
Pın 
eine ganze Zahl. Diess Irsst sich folgendermassen beweisen. Es sei 
vorgelegt der Kettenbruch 
1 
a 
c 1 


a 


7 ERCHIRERE 7 Men a 
a 


Alsdann hat man 





a —i 0 0) 

1 | 0 
Pu=ti— s iss 0 
. ar , 
DE. 0 1 b 

IWW Oh 0 0! 

0 b —1 0 

qm — |0 } C 0 


Based Ind Odin 1 -1= a 
Diese beiden Determinanten. sind nun offenbar einander gleich, 
indem die zweite, von unten rechts nach oben links gelesen, mit der 
ersten vollständig übereinstimmt. Es ist demnach 
Pm—-ı — 4m 
und da 
Pm GQm—-ı — Pm-ı dm — £ 1 
ist, so erhält man durch Substitution 
Pm Qn-ı = m?’ =Hl, 
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Da nun qm--ı stets eine ganze Zahl ist. so muss auch 
«m an 1 
Pm 


— (Am—1 


eine solche sein 7%). 

b) Eine elegante Anwendung können wir von unsrer Darstel- 
lungsweise machen auf einen Satz von Legendre °%). Derselbe 
bedarf nämlich zum Beweise des Satzes, dass das Verhältniss des 
Kreisumfanges zum Durchmesser sich durch keine geschlossne Zahl 
darstellen lasse, des Hilfssatzes, dass der Kettenbruch 


dessen Terme sämmtlich positive oder negative ganze Zahlen sind, 
einer Irrationalzahl gleich sei, vorausgesetzt 


en 1. 

Es wird desshalb zuerst bewiesen, dass der Werth des Ketten- 
bruchs stets kleiner sein müsse, als die Einheit; nur in dem spe- 
ciellen Falle, ww =py +1, =p +1... und die Theil- 
zähler sämmtlich negativ sind, . kommt er der Einheit gleich, d. h. 


der Kettenbruch 











ee Merl U 


hat, in’s Unendliche fortgesetzt, den Werth 1. Legendre giebt 
keinen Beweis für diesen zweiten Theil seines Lehrsatzes; Baltzer °) 
führt denselben in der Weise, dass er zuerst die constante Differenz 
zwischen Zähler und Nenner jedes Näherungsbruches bestimmt; die- 
selbe findet sich = — 1; man hat demnach 


dm — pm =1 


Fa Sn 
4m 4m 
im a een on. 
(m 
Dass in der That stets qn — pm = 1 ist, lässt sich natür- 


lich auch mittelst des gewöhnlichen Verfahrens leicht darthun; je- 
doch muss man dabei den Umweg machen, erst den constanten 
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Werth der Differenz nachzuweisen und hierauf für irgend eine be- 
liebige dieser Differenzen den numerischen Werth zu suchen. 


Die Determinante 


1 —1 ee 
zB pre ll —1...0 


A=|'0 neun lee, 


#0 0 Op pl 





| 


hat stets den Werth 1. Denn ist diess der Fall für die Determinan- 
ten vom (n — 2)ten und (n — 1)ten Grad, so erhält man 


= n + 1ı—.n.=—.1 
n n 


Nun ist aber 
11, ee | 
1-1 
en +l1l—-p =1 
I-pı  p+l he 
somit ist die allgemeine Gültigkeit des Satzes bewiesen. 
Betrachten wir unsren Kettenbruch, so ist 


Pı —1 NE TERR NE, | 

a at —] 2.2.0 

Pn — 0 T#D3 P3 E= ee) 
0 l) en er 

ı p+1 —1 0 0 

pP p+1 al 0 
Er unit Ps tl 0 | 
0 0 0m pp 
nn | 





Diese beiden Determinanten sind vollständig identisch mit Aus- 
nahme der ersten Verticalreihe; zieht man also die obere von der 


unteren ab, so folgt 
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ud: —1 VE EN) 

—pı p+1 —1 . . . 0 
Os ıp 0 —p Dst I | 
n n j | 





Or 0 ..—p p+1 
non 


wie sich aus dem Vorhergehenden ergiebt. 


c) Um sich zu überzeugen, ob ein aus einem gewöhnlichen 
Bruche entwickelter Kettenbruch der richtige sei, d. h. ob man bei 
der Rechnung keinen Fehler begangen habe, kann man folgender- 
massen verfahren, wie Anton °®) gezeigt hat. Versteht man unter 
C (gewöhnlich sind 11 und 13 die angewandten Zahlen) den Rest, 
welcher bei der Division einer Zahl A durch eine andre Zahl B, den 
Modul, sich ergiebt, und betrachtet man C als die sogenannte „Probe- 
zahl“, so hat man 





—zmB +C 
Ist der Kettenbruch 
B b 
ee bn—ı 
a u An—ı + Rn 
An 


vorgelegt, und ist z, die Probezahl der gemischten Zahl 
am Be : 
a an 


n— 


so kann man dem Kettenbruche Zi den folgenden 
1 

B _ b h 

TE a u bn-ı 


er ER 


SE 
substituiren, welcher dieselbe Probezahl hat, wie w Auf diese 


1 


Weise fortgehend ersetzt man an-2 + = durch dessen Probezahl 


1 


zu u. Ss. f.; der Bruch kaum liefert schliesslich eine Probezahl zu, 
Zn—1 


welche bei richtiger Rechnung derjenigen von v gleich sein muss, 
H 


Eu 
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Dass aber in der That rn und 2 nach dem Modul p die gleiche 


l 2 
“ Probezahl haben, lässt sich einfach beweisen. 
Es ist 

B 

m == z, (mod. p) 
und es soll bewiesen werden, dass auch 

= == zı (mod. p) 
Ist diess aber der Fall, so ist auch 

B; B» 

re En en 

KR 


und es genügt also, die Wahrheit dieser Gleichung nachzuweisen. 
M ist eine vorläufig noch unbestimmte Zahl. 


Da z, die Probezahl von 


Sn ut Dn 


An 
nach dem Modul p ist, so hat man 


n 


b 
an-1ı,. 4, —ı.Np. + 2 
An 
b 
z = an-ı + — — Np 
an 


Substituirt man diesen Werth von z; in = so muss die Dif- 
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ein Vielfaches von p sein. Betrachtet man in den beiden Deter- 
minanten des Subtrahenden wiederum 


aa +b 
n 


n n—l 
als Minuenden, 


An Np 


als Subtrahenden, so kann man jede derselben durch Subtraktion in 
zwei andere zerlegen. Indem man den Nenner fortlässt, kann man 
hierauf den Werth obiger Differenz unmittelbar in folgender Form 
schreiben : 





'b; 0 0 AO DIRT ac 0 | 
Ö a3 — I TEN b>» a9 ER) EN) | 
1) b3 least > 0) 0 b; Da 2. eh 0) 
0 9) 0O..ab aatrb 0 0 Dn...ab Jaath 
nn—-inn—-ın nn—i nn—Iin! 
bi. W080, oe Me 
10) a9 — ee. 0 ba a. m I il) | 
-—_‘ ha} 0 0 bztei gakulialk, wabso | 
0 0 0..ab aatb | 0 9) 0) a u 
nn—inn—in 
et 02: re 
ba a2 1 Re et | 0 a9 —1l Ö 
140 ham had: 88 1 Oele Ka: 0 








0 0 a ee 0 0 O..ab aa-+b 


nn -Iinn-in! nn ann lien 


a —1 0 . ® E 0 | bj Ö Ö = B - 0 
7 ba a9 a | Ö Eben AT) 
Ö ba a3 . 5 . Ö 10) b3 a3 . . S 0) 





0 0 0..ab aatb 04 2 O Di. a eNn 
an lenn en 
Zwei Glieder dieses Aggregates heben sich, wie man sieht, ge- 
genseitig auf. Da nun ferner bekanntlich jede Determinante, welche 
in einer Zeile bis auf Ein Glied lauter Nullen enthält, auf eine De- 
terminante vom nächst niederen Grade, multiplieirt mit jenem Gliede, 
sich redueirt, so nimmt die Differenz folgende Gestalt an 
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B, 
u SEEN 
A, As . 
wobei 
ee () 0 fe us 0 
ba day —t - 0 I) a2 —1 0 
0) ba Ag 5 10) | 0 b; a3 Ö 
0 0) Q...ab aa Fb 0 0 me Dose 
N nn—inn—i n n—2 n—2 
ee 0, 0 ein, it 000.850 
0 a9 — le 0 by a9 —lnr 
ee 0 De 
0 0 0..ab a+b| 0 0 en 
M— % OaneTun-r N n—2n—2 
us a —1 0 N. a —1 0 en 0) 
ba a, u a ba a9 —l1 N; 
. ba a3... 0 | I) bz 3... 0 
j0 0 (ur Dez Ö Ö 0.ab aa+tb 
n—2 n—2 nn—1ı nn—in 
ist 81). 


77) Serret, Handbuch der höheren Algebra, deutsch von Wert- 
heim, Leipzig 1868. I. Band, 8. 25. 

78) Legendre, Elements de g&ometrie, Paris 1823, 8. 294. 

79) Baltzer, Elemente der Mathematik, Leipzig 1865. I. Band, 8. 76. 

80) Anton, Die Elferproben und die Proben tür die Moduln Neun, 
Dreizehn und Hunderteins, Grunert’s Archiv, XLI1V. Theil, $. 294. 

81) Baltzer, Determinanten, 8. 9. 


16. Wir wollen nunmehr dazu übergehen, die Verwendbarkeit 
der Determinanten in der wichtigen Lehre von der Transformation 
der Kettenbrüche zu untersuchen, und zwar beschäftigen wir uns im 
Folgenden damit, den Kettenbruch 





1 
x 
ee 
1 
BE: Pa 
1a x 
Gr P2n—-2 
1 + u X 
et 
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auf eine andre Form zu bringen. Zunächst schaffen wir die jeden 
Theilzähler bildenden Brüche dadurch weg, dass wir je zwei aufein- 
anderfolgende Theilzähler und den zwischen ihnen liegenden Theil- 
nenner mit x multiplieiren; unser Kettenbruch geht hiedurch in den 
. folgenden über 





x + pa-ı 
1 
_ Mit der weitren Umformung dieses Kettenbruches werden wir 
es nunmehr im Folgenden zu thun haben. 
Der Nenner unseres Kettenbruches ist nun gleich folgender 
Determinante 2nten Grades 


x —l 0 N, Se: nr } 

Pı 1 —1 0 h A . 5 2 0 

0 p2 x —l Q - MM. . 0 

0) 0 0 Er ne el 
2n—2 

0 0700 u ae 

| 2n--L 


Wir vertauschen jetzt die dritte Horizontalreihe mit der zwei- 
ten, hierauf die fünfte mit der nunmehrigen Dritten, und fahren in 
dieser Weise fort, bis in sämmtlichen n ersten Horizontalreihen der 
Term x vorkommt. Da jede solche Vertauschung °°) einen Zeichen- 
wechsel der Determinante mit sich bringt, so geht unsre Determi- 
nante in die folgende über 








x —1 0 9) 0 
0 P2 x —1 10) 
0 0 op 0 
0 0 0 0 0 
n--1|. We 
(al). A 2 
pı ei 0 0 
0 0 p3 1 0 
Ö 0 9) 9) 0 
9) Ö Ö 0) 0) 


1 

" Hierauf nehmen wir eine ganz entsprechende Verschiebung vor 

mit den Vertikalreihen, bis schliesslich nach (n—1) Vertauschungen 
die n ersten Vertikalreihen x enthalten. Die obige Determinante 


wird hiedurch abermals multiplieirt mit (— 1)""!; es tritt demnach 
vor dieselbe der Faktor 


Bann 


Wir erhalten so, wenn wir, wie mehrmals, uns der Bezeich- 
nung /\ bedienen, 


x 0 0 0 Ö 
0 x 0 0 Ö 
0 0 x 0 0 
10) 0 Ö E 0 


ke) 

we] 

| 

er 

oO . 
SREoE> 


0 Ö re 10) 
l 
Addirt man jetzt zur ersten Horizontalreihe die (n + 1)te, 


ebenso zur zweiten die (n+2)te und allgemein zur rten die (n+-r)te, 
so erhält man 














mi BG ) 

| 0 x+p —1 p 0 0 

0 0er —1 p4 0 

0 0 a 0 
Azul —1 0 192.0: 0860 40 
0 vs 6-1 DH 12.0800 

0 0 p; 02.051.040 

0 0 Ö ah 

Ö 0 0 WEISEN 


Wir vollziehen mit diesem Ausdrucke nun wieder die näm- 
liche Operation, nur mit dem Unterschiede, dass wir die Vertikal- 
reihen statt der Horizontalreihen nehmen und die erste Reihe nicht 
berücksichtigen; so ergiebt sich 


xtp —1 Ö 0 I, 0 

0 xp» rB3 —1 p> 3 ade 0 

0 0 xtp, +tp, —: Die® Ö 

0 0 0 xtp+p —1 0 

N= Pı 0 0 151140» OIWOEO 
0 P3 0 Ost 0 uR 

0 0 Ps Dee 100700 

0 0 0 00010 

0 0 0 200 0 








Um diese Determinante in eine Kettenbruch - Determinante zu 
verwandeln, multiplieiren wir jetzt allgemein die (n-+ r)te Horizon- 
talreihe mit 

Pı-+1 
wobei jedoch r stets 2 1 genommen werden muss. Führen -wir 
diese Operation aus, so haben wir dadurch A mit dem Ausdrucke 


P2 PA IP6 >22 P2n= 
multiplieirt, und müssen demnach mit dem Reciproken dieses Aus- 
druckes nochmals multipliciren; es folgt alsdann 





xtpı —] 6) 0 0 0 
| 0 x+pa+tPp3 —1 p> 0 
0 0 zape pe) De 0 
Au 0 xtp+tm—I 0 

nee Lu ’ oas 
-P9«..- Pon-2 PıPpa 9) Ö Ai 0 
0 P3P4 0 TE ao Sea ie) 


OU ROT... 2. 0 AO Eee 


2n--3 2n--2 | 


In dieser Determinante subtrahiren wir resp. von der rten Ho- 
rizontalreihe die (n + r)te, r stets > 1 angenommen, und bekom- 


men So 
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xtpı —1 0 r0 0% 0 
a 1 a a Ö 0% 0) 
a ae 0% 0 
0 0 PP xtptm—1. 0 
Bann | 
999... Pon-2 PıP2 0 0 1 6 Ö 0 Ö 
0 PaP; 0 0 0 
0 0) 0 RE LS) Ö 
2n—2 
Nunmehr multiplieiren wir resp. die (n + r)te Vertikalreihe 
mit 
Pr--1 
und erhalten 
x+p| —1 0) 0 0 . 0 
—pıp2 x+pe+p3 —1 0 0 0 
RE 0 0 
0 0 °— pp x+ptpr —1 0 
ee & 0) 0 1.0 0 
a ee ) Ba \ J9 
Bo a 
2n—3 2n—2 0 PsP4 0 ; 0 Pap4 0 0 
Ö N) VEIT ERTL DE BEER 
2n—2 2n—2 





Indem man schliesslich die (n + r)te Vertikalreihe von der 
rten abzieht, ergiebt sich | 
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x+pı 
—PıP2 
Ö 
Ö 


HR. A 
PıP2--P P 


2n—3 2n—2 0 


0 


= 0 0 027 104.0 
zu potpe er 0 00 
—Pps3pı Xtpıtp; —1 0 0%. 0 

0 —pspe Xtpetpr —1 

—1 E09 


==Pı Pi. % Pr EU 


2n—3 2n-2 2n—2 2n—1 


0 s s 0 PıP> 0 
0 . ° 10) 0 P3P4 
0 \ 5 0 0 0 


oO © er ee) 


Nun aber können wir wieder den Determinantensatz von La- 


place anwenden (s. o. 14) und unsre Determinante lässt sich fol- 


gendermassen als Produkt darstellen; es ist 





Pet ON ) 
1 '— pıp2 x+Ppatpz3 —1 TER, 0 
2 ee —Ppspı XtPpatp - »» 0 
PıPp2--P P | 
2n—3 2n— 2 : . . ee 5 
u 0 Ve ER er ie 


2n—3 2n—2 2n—2 2n—1 


PP OO 


0 Opfer s) | 


Pasp | 
2n—-3 2n—2 





Der zweite Faktor dieses Produktes reducirt sich nun, wie 


man sofort sieht ®), auf das Diagonalglied; dieses hebt sich gegen 
den vor dem Produkt stehenden Bruch; und es ist also 





x+p —1 0 re 7 wie ı 0 

— pP. XEPposr Pal ar Le 2 0 

ee N —Pspa a tpiepın ne, 0 
Ö 0 an a =) p. "zrpaD 


Indem wir mit dem Zähler ebenso verfahren, wie hier 


2n—3 2n—2 2n—2 2n—1 | 





mit 


Pp P Rn 
2n—3 2n—2 


> 
“= 


dem Nennner, erhalten wir den Satz, dass die beiden Ketten- Br 
brüche | | | 


Pan-ı P2n 
x+p2n+ P2n+ı 


zuerst Hei- 


82) Baltzer, 8. 8. 
83) Ibid. S. 11. De 
84) Heilermann, Zusammenhang unter den Caatn eher zweier 


5 © gleicher Kettenbrüche von verschiedener Form, Schlömilch'’s, Zeitschr. fürs Br ; 
_ Math. u. Phys. 5. Jahrg. 8. 362. 


17. Dividirt man die ga 
2n 


2008 ER er 
N durch den trinomischen Ausdruck 


2 — ox + Pf 


2n--2 2n--3 2n--4 


x + Ax + A,x FE. HAT +. Art 


2n--3 2n--2 
e‘ Zur "Bestimmung der hier auftretenden Coeffieienten kann man ») 
nachstehende Relationen benutzen 


= 4a 
NN a, 





Aue —BA | | 
n—1 .n—2 n-3 
A =oaA —PA —2gcose 


n n—1 n—2 


_ und An hat den Werth 
ae —l 0 
—ß a —1 Ah) 
ER ET 01—2g cos & 


Id. nte 


Setzt man, was stets möglich ist, 
0 


0 
0 


. . 


> = Be 0 


CDU TRIER 














al 










In er — 2gcos@ Bier 

‚den rten Näherungsnenner zu entnehmen. | rs no ; 
85) Arndt, Untersuchungen über die Theoreme von Cotes und 2 
ur _ Moivre, Grunert’s Archiv, XI. Theil. S. 192. ö 9 
= | 18. m Folgenden soll gezeigt en wie vermittelst einiger | “ 

_ von Nägelsbach ) entwickelten Formeln auf höchst einfache 


Weise das Wiamıs System ar ER: eu durch Wehe 


FR: 





n—2 r 
1 o, s 5 B 12 0 
n—2 r 
1 Mm . 2.0... 0 
n—2 ı 
WR ARTEN EEE 
n R n n 
2 n—2 n—1 
1 0 » . £ 1271 1241 
n—2 n—1 
| 1 Mm . 2. 0. 085 0 
n—2 n—1 
1 ET A 
| n n n 
— (a +0,) 1 (0) 
at (et) Sr 
ag 0 1 — (@, +0) 
0 0 rap 
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wo der Index selbstverständlich nur die Stelle bezeichnen soll. 
Setzt man 

o, = cosp +1 sinp 
a, = cosp — i sing 


so geht unsre Gleichung in die folgende über 


| —2c0sp 1 1 0 
| 1 —2C08p 1 Beer; Ö 
nr] 0 100 rose 
a9 
0 9) nn br ee 
Fl) 





Eine entsprechende Determinante vom nächst niederen Grade 
ergibt sich für 
sin rg 
a 
Wir erheben dieselbe dadurch auf den (r + 1)ten Grad, dass 
wir ihr in der Verlängerung des Diagonalgliedes eine 1 beifügen 
und die neue Determinante mit Nullen rändern; durch Division er- 
giebt sich alsdann 





1 0 0 EEE 0 
0 —2cosp 1 Sa ae 0 
0 try 9) 
. . . 2 % 5 = | 
| 
ing | 0 0 ee 07 
sin(r + 1)p —2cosp 1 1) BESTE 0 | 
1. —2eosp 1 Ra ) 
0 1 I 0 | 
0 0) N et | 








Den rechts stehenden Quotienten können wir sofort als Ketten- 
bruch schreiben ; wir erhalten so 
Ssnrpiere; 1 n 
sin(r + 1) 2 cosp Be Br 
— 20080 


| Es ist nun bekannt und oben (s. 0. 8) bereits benutzt wor- 
den, dass sich in einem System linearer trinomischer Gleichungen das 


179 


' Verhältniss je zweier auf einander folgender Unbekannter als ein aus 
den Constanten der Gleichungen gebildeter Kettenbruch angeben 
lässt; natürlich lässt sich dieser Satz umkehren, so dass aus dem 
Kettenbruche 


Tr: 08 = 

sofort auf die Existenz der Gleichungen 
pu —- qu rw=0 
puy - Qwtrwyw—m0 


pa — gw ty =0O 


geschloseen werden kann. Wenden wir diess auf den uns vorliegen- 
den Fall an, so zeigt sich, dass der obenstehende Kettenbruch nur 
aus folgendem Systeme hervorgegangen sein kann 

sing — 2cosp sin2p + sin3e@ — 0 

sin2p — 2cosp sindp + sindp = 0 

sindp — 2cosp sindp + sinsp — 0 


Diese Kette von Relationen wird also hier mit Einem Schlage 
gewonnen. : 

Wir wollen noch kurz den Kettenbruch auf die geschlossne 
Form zurückführen. Nach der Clausen’schen Formel (s. o. 12) 
haben wir, da 


re NER on ee 
ist, 
Be ’ 
— 2C08Pp. — —— 
2 asp Tr. 


(+1) 
0 (— cos + V eospy—1)! — (— osp—V eos p—D)r 
—(00sp + Voos?p—1)"+1— (—cosp - Veos?y—1)'T! 


"Setzt man hier 








Veosy — 1 =isingp 
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und wendet den Moivre’schen Lehrsatz an, so erhält man rechts 
des Gleichheitszeichens folgenden Ausdruck 

RENTE + isinrpg + cosrp + isinrgp ; 

— cos(r+1)p + isin(r+1)p + cos(r+1)p + isin(r +1) y 


und dieser ist wiederum identisch mit 





sinrp 
sin(r + 1) w 





86) Nägelsbach, Ueber eine Classe symmetrischer Funktionen, 
Zweibrücken 1871. 8. 25. 


19. Wir haben oben den von Legendre aufgefundenen Ket- 


tenbruch betrachtet, welcher stets den Werth 1 er das Nämliche - 


ıst der Fall bei dem Kettenbruch 
1 
Feet bj 
res I—b; +. 277 





dessen Näherungsbrüche ganze Zahlen sind. ‘Denn der (n + D)te 
Nenner dieses Kettenbruches ist gleich der Determinante 


1 —ı1 en il) 
Va er 


0 0 DESSEN 





und dass dieselbe stets den Werth 1 hat, zeigt sich sofort durch 
Zerlegung in Unterdeterminanten. Wir stellen uns nun die Aufgabe, 
jede beliebige ganze Zahl in einen Kettenbruch von gegebner Stellen- 


zahl zu verwandeln, und betrachten zu diesem Zwecke den (n+1)ten 
Näherungs-Zähler 





1—b, —1 0 . D . 0 
bh» 1-5 — 0 
0 b; 1-bz 0 
0 0 RE 
| n n 





und suchen demselben eine andre Form zu geben. Hiezu verhilft 
uns die Determinante 


° 

















0 


hört, von welcher wir bereits bei Betrachtung der aufsteigenden. a 
Penpzliche (8: 0. 11) einen Spezialfall bemerkt haben. Wir trans- Be 





Diess ist aber offenbar diejenige Determinante, von welcher 


ir ausgegangen sind. 


Zerlegen wir die Determinante Mn in Unterdeterminanten, so. 
oe halten wir sofort | > 


n—1 ® 


£ MM +CD bbe.c.b,, 


E2 


_ hieraus Weiter 





b es 
0 b3 ER Re —M =i—b;, +b,b, u +, 
n 


n 





je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
Handelt es sich also darum, eine ganze Zahl C in einen mglied- 


rigen Kettenbruch zu verwandeln, so hat man folgende unbestimmte 


Gleichung aufzulösen : 
UT bh Fb IR Br 2 de 
Fs’sei 7. B. OO — 115, m = 5; /alsdann "hat "man 
11571 pc hbs > ehrbebs Sl babe 
Die Zahl 114 hat .die Theiler 1, 2, 3, 6, 19, 38, 57, 112; 
einer dieser Zahlen muss also b, gleich sein. Es sei z. B. b, = 6, 


alsdann hat man für b, die Wahl unter den Zahlen 1, 2, 4, 5, 
10, 20. Es sei b» = 5; dann kann b; eine der Zahlen 1 oder 3 


sein; setzt man es = 3, so muss schliesslich b, —= 2 sein, und man 
erhält 
se = 6 
IS 5 
neh Ne 
PIE 


Man sieht, dass es durch einfache Abzählung sehr leicht mög- 
lich ist, die Anzahl der mogliedrigen Kettenbrüche zu bestimmen. 
welche einer gegebnen ganzen Zahl gleich sind. 


Anmerkung. Die hier gegebnen Formeln begreifen die von 
Stern °”) gegebenen als spezielle Fälle unter sich. Die 
Identität | 


mn 





m = 
n—-m-+tm 


liefert den Kettenbruch 
2 m ee a 0 mn 
Er een 


Ebenso erhält man, da 


men-irn 
m 
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ist, 


87) Stern, S. 205. 


20. Die beiden Kettenbrüche 
bı 


nn b 
a Bst I EL 
An 
und 
bi 
— bn 
5: A 2 
N 


haben gleiche Nenner °°). Denn die Nenner werden resp. durch die 
folgenden beiden Determinanten dargestellt 





es THERME OR 
bo m 1 DRS 
0) b; ül . r £ 10) 

0 0 2 beza, 

n n 

und 

a —|]1 N) 0 

n 

b a —!1l 0 

n n—1 

A) b a EVENT) 
ee] | 
Ö 0 Ve Te N | 


Nun sieht man, dass in der ersten Determinante sämmtliche 
Zeilen je einer Colonne der zweiten gleich sind; dass derartige De- 
terminanten einander gleich sein müssen, scheint zwar einerseits na- 
türlich; jedoch dürfte es andrerseits einer von Becker °°) gemach- 
ten Bemerkung zufolge als ausgemacht anzusehen sein, dass die 
bisherigen Beweise dieses Satzes manches zu wünschen übrig lassen. 
Nun hat allerdings Becker einen einwurfsfreien Beweis des frag- 
lichen Satzes geliefert; derselbe möchte jedoch zu complicirt sein für 
eine so einfache Sache, und es sich daher verlohnen, einen kürzeren 
zu geben, 
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Es sei nachgewiesen, dass für zwei Determinanten (n—1)ten 
Grades Zeilen und Colonnen vertauscht werden dürfen; betrachtet 
man alsdann die beiden Determinanten nten Grades 








af a9 Bugs’ die jene, Süch af a9 As ne A ee 
in | ri ni 

a1 d99 dag . R De 419 d29 A539 Fe } 
2n | r2 n2 

. [ [ 0} na . [7 . 

'a a a . aA | a a a a 
rı 12 v3 In | | ir 2 3} rr m 

| N 

® . [2 | | . *. * 

a a a a | a A a ee 
nl n2 n3 nn man zn sn rn nn 





und zerlegt die erste nach den Elementen der ersten Colonne, die 
zweite nach den Elementen der ersten Zeile in Unterdeterminanten, 
so erhält man als allgemeines Glied der Zerlegung das erstemal 


ee) x 
| RE EURE EN 
n?2 n3 nn 


das zweitemal 





n2 
refaıs Tape end 
(—1) n3 
a N! | 
In 2n nn 





Diese beiden Determinanten (n—1)ten Grades sind nun aber, 
wie vorausgesetzt ward, einander gleich, und da offenbar 











a Bel _ | a A 
a4 2 4192422 
ist, so ist die allgemeine Gültigkeit unsres Satzes bewiesen und hier- “ 


aus ergiebt sich auch die Gleichheit der oben betrachteten beiden 
Nenner. 


Hat man die beiden Kettenbrüche 
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BR, 
u 
An 
und 
bn bei i 
a U ed ns 
l 


so findet die Gleichheit der Nenner nur dann statt, wenn sämmt- 
liche Theilzähler b einander gleich sind. Denn wir haben alsdann 
die beiden Determinanten 








Be ra 0 a —ı 00 
n 

ba a9 aa BE ae 0; b a —l Fi, 

non 
0 ba ee 0 und 0 b a EA) 
n— 2 n—2 

0 0 ee 0 0 0 ahrea 

Tas! | 








In der ersten Determinante kommt b;,, in der zweiten bn nicht 
vor; es kann also Gleichheit nur dann bestehen, wenn 


N ee‘ = 
. ist. Insbesondre ist diess der Fall, wenn A = 1 ist; es haben also 
die beiden Kettenbrüche 
1 1 
= 1 P _- 1 
en 1° und BE 1 
a4 + An + vd 6 4 


gleiche Nenner. 


Anmerkung. Der grosse Nutzen, welchen die coneise Dar- 
stellung der Näherungswerthe vermittelst Determinan- 
ten gewährt, zeigt sich sehr augenfällig, wenn man den 
für den obigen Satz hier gegebnen unmittelbar in die 
Augen springenden Beweis mit den weitläufigen Bewei- 
sen von Schwarz°®) und Grunert ®) vergleicht. Auch 
ergiebt sich hieraus, das unser Verfahren das oben ge- 
forderte Kennzeichen vollständiger Independenz (s. o. 5) 
an sich trägt, indem jede Determinante, sowohl von oben 
wie von unten gelesen, den gleichen Werth ergiebt. 

Einfach ist auch Euler’s Beweis (s. o. 2): 
EN PER (ale ao, Mi 


’ 


86 


Diese Relation giebt uns ein einfaches Mittel zum Beweise des 
Satzes an die Hand, auf welchen Simon (s. 0.) seine schöne Theorie 
der periodischen Kettenbrüche gegründet hat. Es ist 9!) 


1 x 1 
RD bn Sal bh re 
= 7 v,2 Vans 


B> bn 2 b zu 


Denn schreibt man sämmtliche hier vorkommende Kettenbrüche 
wieder als Quotienten zweier Determinanten, so erhält man 














EN TE EN Ben 0 | 

0 Be reed 0 as ler 08 

Del ta eye OyR 
RE ba ter. b a 

n n | n n L Re), 
| a u TIEFEN RU EL PER an 

ba a) N Re b; da le ar 0 | 


0 ba oa AR le 0 0 b; Ai 0 e 0 





























n n | n n 

el DEN RD AR an 1 0 
Dear Du Or ae 0 

n—1 | n— 2 
0 b 5 a, b a 0 

n—1 n—2 n--2 n-3 
Ba ER ti belay! 1 
RRTERER ET Ol a VE 0 es 
n | In 1 
b er. 0| Ib a —l 0 
n nt n—1 n—2 
10) b a 0 0 b a 0 
| n—1 n—2 | Nn—2 n—3 
De OR 














Nun hebt sich offenbar stets ein Zähler gegen den rechts neben 


st 
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ihm stehenden Nenner auf, und die Gleichung reducirt sich auf die 
nachstehende 











1 1 
| 0 0 —1 0 0 
n 

b> a —1 0 a —l 0 
r n n—1 | 
0 bar n, 0 ee 0 
n—1 n—2 | 

0 02% 0 b a De Dosen 

n n 








Dass aber diese Gleichung eine identische ist, haben wir be- 
reits gesehen. | 


87) Simon, Ueber periodische Kettenbrüche, Grunert’s Archiv, 
XXXI. Theil, S. 451. 

88) Becker, Schlömilch’s Zeitschrift, Ueber einen Fundamentalsatz 
der Determinantentheorie. 16. Theil, 8. 526. 

89) Schwarz, Elemente der Zahlentheorie, Halle 1855. S. 48. 

90) Grunert, Ueber die Grundformeln der Dioptrik und Katoptrik, 
Archiv, II. Theil, S. 164. 

91) Simon, 8. 450. 


21. Da bekanntlich der Coöfficient jedes Termes einer Deter- 
minante dadurch gefunden werden kann, dass man dieselbe partiell 


nach jenem Terme differentüirt,“so erhält man 


OR, 
dan—1 


OR, 
Öan— nl 








EEE a 








(An — An daR + bn 


unter R, und R, die bezüglichen Determinanten verstanden. Es ist 
auf diese Weise überhaupt leicht, die Differentialguotienten von 
Kettenbrüchen anzugeben, sofern nur alle Elemente des Systems von 
einander unabhängig sind. Da es jedoch von Interesse ist, auch 
Kettenbrüche von der durch Gauss’”%) und Heine’s ®) Unter- 
suchungen bekannt gewordenen Form 
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differentiiren zu können, so muss hier ein anderer Weg eingeschlagen 








werden. 
Der nte Näherungswerth dieses Kettenbruches ist 

1 0 VERREN 

08.1 1.7.7270 

0 —09X INRer nal 

BEOTERDS ot 

| 

re 0 

—01X 1 0 0 

0 —095X 1 0 

0 0 ME ee 

n—1 





Um den Differentialquotienten dieses Ausdruckes zu finden, 


bedienen wir uns nachstehenden Satzes von Jacobi”). Sind die 
Elemente der Determinante 





| Due Frau, 

a9 b> . u...+12 

ab . 

n n n 

von ein und derselben Variablen x abhängig, so ist 

dB. [= da, OR db, OR dp; 
re u ee en + er , PR ER Se nor‘ 
d. da, de ' Ob; dx dp; ei 


Es wird nun vortheilhaft sein, unsre obigen Determinanten so 


umzuändern, dass statt 


01%, 9X ...0 X 
n—1 


ausschlieslich x selbst darin vorkommt, indem alsdann der totale 
Differentialquotient 

| dx 28 

En 
sein wird. Diess hat keine Schwierigkeit, indem man nur entspre- 
chende Zeilen in beiden Determinanten resp. mit 
Le 

zu dividiren braucht, — eine Operation, welche, da sie im Zähler 


x 
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und Nenner gleichmässig vorgenommen wird, keine Aenderung des 
Werthes zur Folge hat. Wir bekommen so den Näherungswerth in 








der Form 
l 0 7 ZA 
| 0: 0 
'o X . 0 
02 
I) 0 EI er 
On—1 
Mere=] 0. RlIcH, 
1X ne = 2 0. | 
0 0, 
0 X AR 0) 
03 
0 10) Ö >. € 2 | 
On-1) 





Da nun in diesen Determinanten, mit Ausnahme der Verän- 
derlichen selbst, lediglich constante Glieder vorkommen, so erhalten 
wir durch Anwendung unseres oben aufgestellten Satzes, indem wir 
etwa den Nenner differentiiren,. folgende Relation 














—1 0 VD, 1 0 VERS TR, 
N I 
02 02 0| ; 
lgn _ 0 = Aue 0 a ee 0 ir 
dx 03 03 
| 
| 0 0 Bee 0 0) 0... x’ — 
| On—1 On—1 
1 —1 08. 0) 
1 1 
Ko. 
| Br rer 
1 
+0 X. 10) 
2 
h 2 
0 0 (REN Fi 
On-2| 
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Entsprechend lässt sich natürlich auch das Differential des 
Zählers angeben: 











DEN 07780 0 1 0 0 0 
RE 0 ER 0 
03 0, | 0| | 
De En er 
0; | 02 
| 3 
1 | | 
N) 0 0 X — 1) 0 0) BE ar 
On—1| | L On—1 
1 0 0 dv 
| Dr | 
+0 X eh .o0 
| 0: 
'0 0 De 
0n-2! 





Stellen wir nun, der Einfachheit halber, Zähler und Nenner 


in der Form 


an 39. An De 42 Ain 

aa dank. ea a a; a2 
Da 33 nd ae & er a 

| | 

‚An? Er en he an enD 2 wenn 





dar und bezeichnen eine nach dem Element a,, dieser beiden Deter- 


minanten genommene Unterdeterminante durch 


Opn und dan 








da; dark 
so erhalten wir “ 
n dgn 
An P> Er Do 93 en 
1 Pn ik Lk 
An i-3 = k—2 i—2 = k—1 
dx 7 Gn 2 


Die dem Summenzeichen beigeschriebne Relation giebt zu er- 
kennen, dass die Summafion über alle diejenigen a,, sich zu er- 


strecken hat, für welche die Gleichung 


x 


ı 


i——3.-.k—2 
im oder was dasselbe ist, 

i—- 2 ok —ıl 
besteht. Man sieht nämlich, dass diese Relation der Bedingung ent- 
spricht für die links der Diagonalreihe stehende, ihr parallele, Serie 
von Elementen, welche eben in den ursprünglichen Determinanten 
die Variablen enthalten. 


Anmerkung. Der Nenner q> würde sich natürlich vermit- 
telst des Multiplicationssatzes als Eine Determinante dar- 
stellen lassen; überhaupt giebt uns jenes Theorem ein 
Mittel an die Hand, jede Potenz eines beliebigen Ketten- 
bruches zu berechnen. In dem speciellen Falle jedoch, 
wo ein nter Näherungsbruch auf die (n—1)te Potenz 
erhoben werden soll, lässt sich dieselbe noch kürzer da- 
durch finden, dass man ”®) die adjungirten Determinanten 
bildet. Die vierte Potenz des Kettenbruches 





E92. 
ie, 
3 AT 
ist z. B. gleich folgendem Ausdruck s 
A9azaytaabstäybz 0 0 0 
0 Azay4bı tasbıb3z asybıbs bibabs 
0 —2a4b1 abi  Aabıby 
0 b —a0bı Aagagbı +bıba 
agagaytagb;+ayb; azayba+bab, a4babz b>b3b; 
—(aga4tb)) aaa taıb; a,a4b; a,b3b; 
24 EIS Ta a Aagaıtayb) Myagbı+bıb; 
—L a1 — (a}8,+b2) 29283 +a3by tab; 


92) Gauss, Comm. soc. Gotting. rec. T. II. 1812. 

93) Heine, Ueber eine gewisse Reihe von allgemeiner Form, Crelle’s 
Journal, 34. Theil. S. 294. 

94) Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, Leipzig 1870. 
S. 281. 

95) Baltzer, 8. 49. 


22. Es ist bekannt, dass jede Quadratwurzel sich auf doppelte 


Art in einen Kettenbruch entwickeln lässt. Lagrange ) hat die 
7 %* 
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eine dieser Methoden untersucht und die bezüglichen Sätze be- 
wiesen, während die zweite sich in ihren Anfängen, wie Wöpcke 
gezeigt hat, bereits auf die arabischen Mathematiker °°) zurückführen 
lässt. Es gelang jedoch Lagrange nicht, die Art der Periodieität 
vollständig festzustellen. Wir wissen nunmehr, dass dieselbe eine 
reciproke ist, diess Wort in dem oben (s. o. 15) festgesetzten Sinne 
genommen, jedoch mit dem Beisatze, dass auf die jenem Gesetze un- 
terliegenden Glieder noch ein weiteres folgt, gleich dem doppelten 
der in dem Wurzelausdrucke enthaltenen Quadratzahl. Dieser Satz, 
welcher meist nur, unvollkommen durch Induktion nachgewiesen zu 
werden pflegt, lässt sich folgendermassen leicht beweisen, indem wir 
einen von Müller °) ausgesprochnen Gedanken weiter verfolgen. 
Dass der Kettenbruch überhaupt ein periodischer sein muss, 
geht unmittelbar aus der Sache selbst hervor, indem x nur dann 
durch eine quadratische Gleichung bestimmt sein kann, wenn man hat 


1 





Do Gen Pk 1 
at... + EURE 
Wir setzen also 
sSVRtmSArz dl ; a 
Te 
Der nte Näherungswerth dieses Kettenbruches ist nun fol- 
gender 
Pn __ SPn-ı + Pn-2 
An Son I Une 


Setzen wir hier für s den Werth q + x, so erhalten wir offenbar x 
selbst; es ist also 
el (s + X) Pn-ı + Pn-2 
(s + x) Gn—ı + 4n-2 
Hieraus ergiebt sich die quadratische Gleichung 


x? + (: + ZZ: — 1a 
An—1 An--1 





Der rechts stehende Ausdruck ist nun eine ganze Zahl, dess- 
halb muss auch 


“r 


93 


eine solche sein, was aber nur möglich ist, wenn 

An—-2 — Pn-ı 
wird. Diess kann hinwiederum nur dann geschehen, wenn, das A 
auf die linke Seite gebracht, die Relation stattfindet 


re ee De N 0 1 0 VER ET 
een 0 6 SR 0 
Ö 1 [0 % ie: | b 8) 
De. 11..0% 3 048:05,.0, aan 
Es ıst dann also 
le... 1 
A? ae en] 
an Asche 1 14 | 
br 2..-+ h er 1 
ae 


s + VA’—m—A 
und es bleibt uns nur noch die Bestimmung des Terms s übrig. 
Wir können unsre Gleichung offenbar auch so schreiben: 





VR+m— A +sVÄt+m— A)— ei 
n— 
und erhalten durch Ausrechnung 
m + 2A? — 2AVA?+m+ Ve+tn-u=. 
n—3 
Damit diese Gleichung stets eine identische sei, muss ersichtlich 
s = 2A | 
M_—_ nm 
An—1 


‘ sein. Hieraus ergiebt sich auch noch folgende Relation 
MA4n—ı — 2Adn-2 — Pn-2 
Es würde, um die charakteristische Periodicität zu erweisen, 
offenbar genügen, diese Relation festgestellt zu haben. 
Zu dieser Relation können wir nun auch leicht gelangen, wenn 
wir die bewusste Form des Kettenbruches a priori annehmen und 
synthetisch verfahren. Es sei 


ee 1 
« A, 1 
VE 1 
be BE a RE 
DIE 








Wendet man die Bezeichnung durch Determinanten an und 
zerlegt in Unterdeterminanten, so erhält man 
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VA—m-A)| VA—m+A)O 


— (VAHm+A) 


ee 








b —1 0. 
1 e —1. 

1 d. 
OE. 
0 0 DR | 
0 0% 0 
e —1. 0 
1 dr 0i+ 
WER 
0 ge en 





j 





oo FH " MA, 











Me 0 
1 e -1 0 
+0 1 0 
0. - et 
(0) 0 OR Leere 

ae 0. 

@G.—1 ..., U 

u 0 
ea ich 

0 0.270. 

0er! c 


Führt man die Multiplication aus und berücksichtigt die Gleich- 
heit der beiden reciproken Determinanten, so erhält man 














mit der nachstehenden 





b—1..0%... 0 TEEN 
Be 1,0 Faro 
01 d. DER SE TER 
0) One DEe0 0..d—1l 
000... b OO ler 
1 0% 0 
0 —1. 0) 
+ 0 ae 0 
00 0..d—1 
0 VEROTZFLFE 

oder 
Dee, b—1.90.3°,.0 
Tr 
ya BIER: SEE 01-210 ee rn 
je . “ . . . . . . . . [} . . 
0 0 Mn 0 090.41 
BD 070.1» DER 





Md4n—ı — 2Adn-2 — Pn-23 





LEER 0 
1’ dr 
0 
0 0 Ka. 
DEFOR Ö 

—1 OÖ 
j 
0 ee 
0.0 Be 


Diese Gleichung ist nun aber, wie man sofort sieht, identisch 
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und es ist damit die Realität unsrer hypothetisch angenommenen 
Form dargethan. ' 

96) Lagrange, Sur la resolution des problemes indetermines du se- 
cond degre, Histoire de l’academie royale des sciences et belles lettres, Berlin 
1769. 8. 215. | 

97) Wöpcke, Recherches sur l’histoire des seienees mathömatiques 
chezles orientaux d’apres des traites inedits arabes et persans, Paris 1855. S. 56. 

98) R. Müller, Ueber einige die periodischen Kettenbrüche betıeffende 
Sätze, Grunert’s Archiv, VI. Theil, S. 151. 

24. Wir wollen uns im Folgenden noch weiter mit den pe- 
riodischen Kettenbrüchen beschäftigen und einige Sätze entwickeln, 
welche uns gestatten, einen nfach periodischen Kettenbruch in bequemer 
Weise durch die vorhergehenden Perioden auszudrücken, so dass wir 
schliesslich zu einer independenten Darstellung gelangen, ohne zu der 
unvollkommenen Darstellung durch Determinanten aus Determinanten 
greifen zu müssen. Es wird hiebei natürlich nicht die specielle Form 
derjenigen Kettenbrüche zu Grunde gelegt, welche man durch Entwick- 
lung einer Quadratwurzel enthält, sondern ganz allgemein die Form 
“ ” 
a een, a 


am + X 


Ne 


Betrachten wir den (m . n)ten Näherungs-Nenner dieses Ket- 
tenbruches, wo m also den Grad der Periode anzeigt, so ist der- 
selbe gleich der Determinante 





(n) 


dın 





dm 
(n) 
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Pr e 


wenn wir der Einfachheit halber, blos das Diagonalglied an- 


schreiben. 


Wir zerlegen nun diese Determinante, von unten anfangend, 
in Unterdeterminanten, so zwar, dass schliesslich die sämmtlichen 
letzten m Glieder als Faktoren auftreten; wir erhalten so 





4 
| 
Am 
a 
Gera (a, lar. Sun Bla, Am 7 N 
(n) m m-—-i m-2 
4 
| 
Am 
=) 
a | A EM 
Am Am Am 
a4 a a 
)+ 2 ) + ..e + | 
Am aın Aın x 
& a] a 
| 
| 8 
Am-—ı | am Am-—2 
n-1) nn] (n) 

















Jede der m hier auftretenden Determinanten, mit Ausnahme _ 
der drei ersten, bereits auf die einfachste Form gebrachten, lässt 
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sich nun wieder auf ähnliche Weise behandeln, bis schliesslich ein 
Aggregat von Ausdrücken erhalten wird, welche resp. mit den De- 
terminanten 


a 


Am Am 
4 a 





9 ee 
(n—1) . (n—1) 


a a 





Am Am—1 
(n—1) (n—1) 


als Faktoren behaftet sind. Betrachten wir diese Ausdrücke näher, 
so zeigt sich, dass die Glieder des ersten Polynoms identisch- sind 
mit den Gliedern der Determinante 


% 


| 

| 

t 

dan | 
1 


und ebenso die Glieder des zweiten Polynoms identisch mit denen 
der Determinante 


a 


Am 


so dass man also erhält 





41 
Es Am 


q 
(n) 





a 


q 
(n) 


Offenbar kann man dieselbe Entwickelung auch für den Zähler 


q=q an 
(1): (n—1) 


a 


Am 
a) 





Am 


Am 
a} 


dın—ı 
(n—1) 





p d4ı 
(1) (n—1) 


durchführen, so dass man auf folgende Relation geleitet wird: 


p = 
(n) 


Eee ar 
(1) (n—1) 


pP Pı 
Mami) 


Dividirt man diese Gleichung durch die über ihr stehende und 


setzt PO — Y({n), so ist 
An) 
: Pu) 
Men 
Ya) = EN 
n — 
Pu) 
nen 
4(m-1) aa) 


Pı(n—ı) 


Yı(m—1) 


— Pa-ı) + ya) Pım-n) 


dm + Ya) Yım-ı) 


Wir haben zur Ableitung vorstehender Formel die Zerlegung 
der Determinanten von unten begonnen und sind nach oben fortge- 
schritten; es ist klar, dass uns eine entsprechende Zerlegung, die 


von oben nach unten fortschreitet, 


wird. 


Wir erhalten so 


eine ähnliche Relation liefern 


xı 


| Am—ı 
(n—1) (n—1) 


are 


Zerlegung führt man wiederum diese Determinanten sämmtlich zu- 2 
rück auf die beiden folgenden | Bu 
Br, | 
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Die Zerlegung des Zählers geht ebenso vor sich; die ‚beiden 
Determinanten, auf welche sich derselbe zurückführen lässt, sind 


a] a2 
| 


. . 


dm dam 


und 


am dm | 


Am N dm > 
(n—1) (n—1) 








Diese Determinanten sind auch hier mit Faktoren behaftet, als 
welche sich wiederum die Determinanten 


l 
| 


a 


und 





dm 


und 





| 
| am 
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für den Zähler ergeben. Behalten wir also die eingeführten Be- 
zeichnungen bei, so bekommen wir 


'a0 | a3 


(n- 1) ; | (n—1) 


Am am ı 








(n) EM | a9 | 





a (n—2) 5 ı (n—1) 








| Am am | 
und hieraus wiederum, indem wir im Zähler und Nenner mit q(n-ı) 
dividiren 
a9 Ida 


(n—1) 





R a| 








Am Am | 


Wir sind so auf einen Satz gekommen, welchen Catalan ?°) 
bereits im Jahre 1845 der societ€ philomatique zu Paris ohne Be- 
weis übergeben hat, und welcher, wie es scheint, auch bis jetzt 
noch nicht bewiesen wurde. Catalan formulirt denselben fol- 
gendermassen: „Si l’on represente par yın) la valeur que l’on ob- 
tient quand on limite la fraction continue aux n premieres periodes, 
on a generalement 


ya = Pya-1 + N 
RE" 
Pıya-n + N 





= etant la reduite equivalente & yı), et a la reduite preeedente.“ 
1 n - 


Indem wir fernerhin von Catalan’s Bezeichnungsweise Ge- 
brauch machen werden, wollen wir an diese Formel die independente 
Bestimmung des yın) durch den Term n und die Grössen 

Al, U.» "7 An 


anknüpfen. Wir geben zu diesem Ende y(n) die Form 
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P ö PP,ya-ı) + NP, SR in ( NP,—N;,P 
PR, PPıya-n + NıP P, PPiya-ı) + N) 
Setzen wir hier für y(n-ı) seinen Werth 
Pya-2 + N 
Pıya-2) + Ni 





so erhalten wir 
P(NP, — NP 
en 7 I + N 
Pi (NP pp ) 
av, ' Pya-a + N; 


und indem wir auf die nämliche Weise fortfahren, 


_P | NB-NP 
Ep NDpEpR 








NT Behr + acer N,Pı+PP, m 





Bezeichnen wir einen Kettenbruch von der Form 


b 


= b 
a t+t...+ 


A(n) 





allgemein durch 
[b, al 
n 


so ist in unsrem Falle 
Kore 1 | 
Y=-—- + — [(NP, — NP) PP, NP, + PP}] 
P, PP, n 


Jedem solchen Kettenbruche können wir, nun aber, wie wir 
früher sahen (g. o. 12), noch eine andre Form geben; thun wir diess, - 


so erhalten wir 





SB ee 
(ee ; V OHPIHBRIS np, x?) 
BE u”. _ 
a ee 
Jin —D ENPEND) rege u, 
! 


(Mer. )y armen Han) : 


EEE EST 2,56; 
(ese |, er) 


wobei dann noch 
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et 0 
1 az 0) 
IN Die f 
0 0 123 
m 
a3 —1 0 | ad —1 0 | 
1 a4 0 | 1 a9 0 
N h Das 
0 0 1731 Ö 0 1-38 
m' m 








zu setzen ist. Hiemit ist unsre Aufgabe gelöst. 


99) Grunert’s Archiv, VI. Theil. S. 223. 


25. Wir haben bis jetzt von unsrer Darstellungsweise der 
Näherungswerthe ausschliesslich auf endliche Kettenbrüche Anwen- 
dungen gemacht, und in der That ist diese Beschränkung nur 
zu sehr in der Natur der Sache begründet, indem unendliche Deter- 
minanten sich noch weit mehr der Untersuchung zu entziehen schei- 
nen, als unendliche Kettenbrüche. Nur in einem speciellen Falle 
dürfte die Betrachtung unendlicher Determinanten zu einem brauch- 
baren Resultate geführt zu haben, nämlich bei der Discussion der- 
jenigen Ausdrücke, durch welche Fürstenau !%) resp: die kleinste 
und grösste Wurzel einer beliebigen algebraischen Gleichung darge- 
stellt hat. Für diese Ausdrücke hat Schröder !P!), von einem 
ganz andren Standpunkte aus, eine Grundlage der Betrachtung ge- 
schaffen, auf welche gestützt wir den Zusammenhang solcher Deter- 
E minanten mit gewissen Kettenbrüchen ‚nachzuweisen im Stande sein 

werden. 

Schröder geht bei seinen Untersuchungen von der geometri- 
schen Betrachtung aus, dass, wenn f, irgend eine Funktion des com- 
plexen Argumentes 

2 Xu Ay 
ist, d. h., wenn zu jedem durch die Coordinaten x und y bestimm- 
ten Punkte der Zahlenebene ein andrer 


fr =.w + iv 
existirt, eine Zahl zz, = u, + iv; gefunden werden soll, von der 


Eigenschaft 
Buell) 


— 5 a 
h, m 2 








Fu Bi en a er hergeleitet, _ 
eime bestimmte Wurzel darstellen; dieselben sind zwar im ge 
- aber in speciellen Fällen. Ein solcher symbolischer Ausdruck ist 
der folgende | — 























Tu = 
B Ba ee 
er. aus welchen eine grüssre Anzall ae, Formeln durch Speciali- 
_ sirung abgeleitet werden kann. Es wird nun gezeigt, dass, wenn der 
_ Warelwerin dem Coordinatenanfangspunkte näher liegt, als irgend 
. ein andrer der Gleichung 












B- ne ö 

SZ genügender Punkt, dass alsdann die Relation besteht us = 
Be im FR, — zb = 
ie a — en 2 


Setzen wir h = 1, s» ergiebt sich die kleinste Wurzel der 
Bee 


(2) 
: B (z) RE 
Se ee er ee > 
Be,: i = (+1) Be - 
>: u ed | 
>: = > 
BT und diess ist die Formel Fürstenau’s. 4 


Be: Fe 
ee en Ben der nächstvorhergehenden durch Multi 
- plieation mit x erhalten wird, 


2n—ı 2—2 


ax tar tax +. -2 ra nu 


> 
a +ax 5,5 


2—1 
2-2 n—ı 
— 22° — Ir RER Ten nn 
a—i 


Betrachtet man in diesen Gleiehungen die Potonzen von x als 
_ Unbekannte, so sind sie sämmtlich in Bezug auf diese linear, and 





ra 3 
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man kann also das gewöhnliche Eliminationsverfahren anwenden: es 
folgt so die Unbekannte x gleich dem (Quotienten folgender beiden 
unendlichen Determinanten 





u ı 4 . 0 
ee 
We 0 
= 0 0 a0 = 2 x ” 0 
„pi 2 2. 2% - 0 
Eu BE 
'o u. 4 3» en 
DO. ı - . 0 


Zur SE Dee einer et muss man die beiden 
Deierminanten irgendwo abbreehen. Je nachdem nun hiebei die De- 
terminanten des Zählers einen um 1 höheren oder niedrigeren Grad hat, 
als die des Nenners, erhält man resp. Jen absolut kleinsten und grössten 
reellen Wurzelwerth. Die Convergenz des Determinanten-Quotienten 
ist, dem Obigen zufolge, sicher gestelli. Die Grundzüze dieses Ver- 
fahrens finden sich bereits bei einigen älteren Combinatorikern, sowie 
auch ın Fouriers „Analyse des &quations determinees.“ 

Haben wır z. B. die quadratische Gleichung 

2 — 2x7 =, 
so sind deren beide Wurzeln 
ya +VYartzs 
B =, - Yartz 
Unsrem Verfahren entsprechend erhalten wir 
— 2a, 1 IE 0 
—2, —2a 2 752,2 0 


| — mu... 09 
0 PER. 0 es — 3a, 1 
Zu — (m) 
\— 23, 1 öÖ - = x 
—a 23 SERIE, 0 | 
| 1} u) — 2a, N 0 | 
| 1) 0 ar u) —2a, 
(@1}) 
Günther, Darstellanz der Niherungswerthe. S 
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Multiplieiren wir hier im Zähler wie im Nenner jede Vertikal- 
reihe mit (— 1), so erhalten wir 


| 221 NE RE REIER) 


a0 2a, —1 ; ° ° 0 
0 a0 2a| 5 s . 0 
10) Ö 0 a) 2a, 
x Gerz ae 2a] + = 0 
24 —1 0 0 an 
a9 23 —1 0 
0 a0 2a, 10) 
0 0 ERBE RE RAR: | 
(n—1) 


Durch Gleichsetzung der beiden für x; gefundenen Werthe er- 
giebt sich alsdann die bekannte oben erwähnte (s. o. 23) Ketten- 
bruchentwicklung einer Quadratwurzel; es ist 


vVataoa=a +5 


Ebenso ergiebt sich die kleinste Wurzel 


ja —1 Dt . 0 
EN ea DI Hi 





0 A 2a 0 
0 0 0 . 30 231 
VEREE (n—1) a0 
X, — a, — a au — Sa =— a7 0 
a tt 0| ut 
u 2a —1 Ö 
0 ag 22, 0) 
0 0 0 . dA 2a 
(n) 
N 
Ist 9 = —, so hat man “ 
m 
a2 


GETS = 1 
V»+t=u+2 N 
m RR mriien 
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und wenn man je zwei aufeinanderfolgende Zähler und den zwischen 


ihnen liegenden Nenner mit 07 multiplicirt, 
m 
ar 5 2a -+ rl i 
a 
2a ua 


DEE 
Diess ist der von Strehlke !0) gefundene Kettenbruch. 





Vermittelst der hier benützten Principien sind wir nunmehr 
auch in den Stand gesetzt, eine Frage einfach zu entscheiden, welche 
zu mehrfachen Discussionen Anlass gegeben hat und von Schlö- 
milch 10) auf analytischem, von Weyr !0) auf geometrischem 
Wege gelöst wurde. Es handelt sich nämlich darum, für welche 
Werthe von a, die Kettenbruchentwickelung 


Va? — a ei ER a 
1 (et 2a, 


02 
Baer 
Gültigkeit habe. Offenbar können wir diese Formel sofort aus yns- 
rer Betrachtung ableiten, indem wir nur von der Gleichung 
x — 2axı tt =0 
ausgehen. Wir sahen nun, dass der mit diesem Kettenbruch iden- 


tische Determinanten-Quotient nur reelle Wurzeln liefern kann; die 
Entwickelung bleibt also richtig, so lange 


Var — % 


 reell, d. h. so lange 


IV 


a2 30 


ist. 


100) Fürstenau, Darstellung der reellen Wurzeln algebraischer Glei- 
chungen durch Determinanten der Coöffieienten, Marburg 1860. 

101) E. Schröder, Ueber unendlich viele Algorithmen zur Auflösung 
von Gleichungen, Math. Annalen, 2. Band. 8. 347. 

102) Strehlke, Brief an Grunert, Archiv, XXX. Theil. S. 275. 

103) Schlömilch, Ueber die Kettenbruchentwickelungen für Quadrat- 
wurzeln, Zeitschrift, 17. Jahrgang. S. 70. 

104) E. Weyr, Erweiterung der Gültigkeit der Entwickelung einer 
Quadratwurzel in einem Kettenbruch, Prager Ber. Jahrg. 1869. S. 18. 

8 * 
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26. Aus der hier charakterisirten Methode von Fürstenau 


lässt sich auch leicht eine Darstellung der Wurzeln cubischer Glei- 


chungen durch Kettenbrüche ableiten, und da, wie wir oben sahen, 
über die Natur der Wurzeln gar nichts weiter vorausgesetzt wird, 
als dass sie sämmtlich reell sind, so eignet sich diese Methode be- 
sonders zur Behandlung des irreduciblen Falles. 


Soll dieser Fall durch algebraische Operationen gelöst werden, 
so kann diess natürlich nicht durch eine endliche Anzahl derselben 
geschehen, da ja die eigentliche Lösung auf transcendente Funktio- 
nen führt. Man hat bis jetzt zweierlei solche algebraische Lösungs- 
methoden, eine ältere von Jacob Bernoulli !®) und eine neuere 
von Clausen !®%). Die erste verlangt ein in’s Unendliche fortge- 
setzte Wurzelausziehung — hierhin würde auch die Darstellung einer 
Wurzel der Gleichung 


x? — ax_b 
durch den Ausdruck 
3 3 3 
x VYb ta Vb +2 Vb +... 


gehören — das Verfahren Clausen’s führt auf Kettenbrüche. Der 
angenäherte Wurzelwerth lässt sich bei diesem in der Form 
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1 en 0 
2- m 1 1 
') 
0 2 |/ (1 + eg 1 
0 0 »V &ı + vl 1+ a m? 
1 0 0 
0 1 | 
°  aVzG+ Vera) 
0 


0 
| ; 








UV r Vl+y + vl 
darstellen, die obige Gleichung zu Grunde gelegt und 


a 








a 
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gesetzt. Es lässt sich, wie man sieht, die Wurzel independent mit 
jeder beliebigen Genauigkeit angeben; jedoch müssen auch hier die 
Wurzelausziehungen als ein Uebelstand bezeichnet werden. Es soll 
unsre Aufgabe sein, die kleinste der drei reellen Wurzeln der allge- 
meinen Gleichung 


+ a® tax tr 0 
in einen von allen Irrationalitäten freien Kettenbruch zu entwickeln. 
Wir bekommen nach Fürstenau sofort 
a Vase. le 


ee) 
o 
8 
- 
\) 
a 


3 — 





4 Ö 0 
Ö a4, 49 1 0 0 
0 m a % 1 10) 
BR ran a 0 
00,70 Kap ba 0 





Subtrahiren wir die zweite Colonne von der dritten, nachdem wir 


die letztre mit aa multiplicirt haben, so erhalten wir 








a 8 0 0 0 Ö 
a0 29, — a 70 erg 
0 9 UaaT—dg d9 1 0 
0.0 A992 a 3% 10) 
0 9 0 a0 a 0 
a Fine 
17795 0 0220 el) 
0 4 a 1 0 ER) 
O 0. ua a 1 Et 
0280 A939 a RR, 
0220 0 a0 0 





und hieraus ergiebt sich, indem wir nunmehr die vierte Colonne 
mit 


rg \ 10) re or 
a Aa 0 
2 Ada—ag aylag?—a1)— (A122 — au) 
a,(a2°—a,) —aga9 
a0(2°— 8) 


a a°—aı 
a0 Ua —ay a2(a9°—a,) — (a9 — a9) 
0° 2092 a (a2?—a,) — auag. 
ar a0(a9?- a,) 


Eine analoge Behandlung der 5ten Öelontlreiche, mit 
a2(22?— 2) — (12920) 


_ multiplieirt, von der vierten subtrahirt wird, liefert 
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x 























EN a9 0 Ö 0) . REN 
2 4 9°-% 0 Ö er O 
0 30 392 a0 Aglaga?—a,) — (aaa —a,) 0 m... 0 
0.0 ao a,(a9—a) — aa arla2la9?—a,) — (1—%)) — (alard—a)—a) - - . 0 
0 0 ala — a) — au 2(a2la2°—aı) — (a —3)) — (lar—an)—a) .:..0 
: ; - 5 i r x r i : 
1 aa 0 0 ; 0 Nee ©) 
0 a1 a —aı 0 0 x ee le) 
0 9 Ada —ag Aglar—a,) — (a129°—a,) 0 re) 
95.0 A082 ala’ —a,) — A098 arlarla?—a,) — (un—3)) — (lau) a) . . . 0 
Er 0 a0(a2°—aı) — aı a,(agla2°—aı) — (2122 —20)) — (a0(a2?—a,)—a,) N A, 
Wir sehen so, dass der fünfte Näherungswerth von x; gleich ist dem Kettenbruche 
A042 >) | 
u re a0(a2°—aı) NER era 
I 4—a, — ara en) SEE ol (a0(22°-21)-a1 )[a2(a2(aa?— a,)—(a1a2-89))- (a (a9°-24)-a03>)] 








a, (a9?—a,)—aga9 = 





a [ag(a9°— a,)— (298 — &0)] [a0(a,°—a,)—a,] 


und da, wie man sofort bemerkt, der 1.2... 5te Näherungswerth dieses Kettenbruches identisch ist, mit den 
betreffenden Näherungswerthen des obigen Determinanten-Quotienten, so ist der Schluss gestattet, dass jener Aus- 
druck selbst gleich ist dem hier vorliegenden Kettenbruche, nach dem in ihm liegenden Gesetze in’s Unendliche 
fortgesetzt. Da dessen Convergenz, wie wir sahen, bereits sicher steht, so handelt es sich nur noch darum, aus 
den gegebnen Anfangsgliedern dieses Fortschreitungsgesetz zu abstrahiren. 
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Wie der Augenschein lehrt, zerfällt jeder Theil-Zähler in zwei 
ungleiche Faktoren; man erhält nun den grösseren Faktor jedes 
Näherungszählers, wenn man den grösseren Faktor des vorhergehen- 
den mit aa multiplieirt und hievon den vorhergehenden Theil-Nenner 
abzieht; der kleinre Faktor hingegen ist ersichtlich gleich dem mit 
a, multiplieirten grösseren Faktor des zweit- vorhergehenden Theil- 
Zählers, davon den kleineren Faktor des unmittelbar vorhergehenden 
subtrahirt. Hat man also den Kettenbruch 


Ayıd 
A let Mp—ı Np—1 
\ a en Yale Sarnen Biegen mp Pr 


so ist dem eben Gesagten zufolge, der (p + 1) te Theilzähler gleich 
(agnp — My) (aomp-ı — my-ı) 
und ebenso findet sich der (p + 1)te Theilnenner gleich 
ANp—ı — Mp 
Auf diese Weise ist es also möglich, die gesuchte Wurzel mit 
jeder beliebigen Genauigkeit direkt in den Coöfficienten der Gleichung 


- ausgedrückt zu erhalten. Das zweite Glied der Gleichung muss hier 
vorhanden sein, indem man sonst auf den unbrauchbaren Werth 


MR 
Mr 0% 
a) ee re 
geführt werden würde. Ist sonach die Gleichung 
x» + Ax—_B 


vorgelegt, so ist es nöthig, derselben erst durch eine lineare Sub- 
stitution ein zweites Glied zu geben. 


Anmerkung. Der oben aus den übereinstimmenden ersten 
Näherungswerthen geführte Nachweis der Identität bei- 
der unendlicher Ausdrücke kann selbstverständlich keinen 
Anspruch auf Strenge machen. Es würde sich zwar der 
genaue Induktionsbeweis unschwer erbringen lassen; es 
ist diess aber nicht geschehen, weil es zu weit führen 
würde. Eine diesen Gegenstand in seiner ganzen Allge- 
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meinheit erledigende Note wird in den „Annalen“ er- 
scheinen. 


105) Jacob Bernoulli, opera, Geneve 1744. Tom. II. S. 536. 
106) Grunert, Neue Auflösung des irreduciblen Falles bei den cubi- 
schen Gleichungen durch die Kettenbrüche, Archiv, II. Theil. S. 446. 


27. Es soll nunmehr auch gezeigt werden, wie sich die De- 
terminanten mit Nutzen bei gewissen Problemen der mathematischen 
Physik verwenden lassen, wo man bis jetzt, wie besonders in der 
Optik, auf die Algorithmen von Euler und Möbius (s. o. 2 und 7) 
angewiesen war. Ganz neuerdings hat Casorati !07), gestützt auf 
die in der Vorrede erwähnte Arbeit von Thiele, die Umsetzung 
dieser Algorithmen in Kettenbruch-Determinanten durchgeführt, sich 
dabei jedoch auf ein System von 4 Linsen beschränkt und nur an- 
hangsweise die allgemeine Formel gegeben. Es soll hier von unsrer 
Bezeichnungsweise ein ausgedehnter Gebrauch gemacht werden. 


Sind h,, ha... hn die Abstände der Linsen - Mittelpunkte 
£1, 82 - » : &n die Reciproken der Brennweiten dieser Linsen, und 
4,22... bi, by... bn resp. die Abstände von Objekt und 
Bild von den verschiednen als unendlich dünn betrachteten Linsen, 
so bestehen nach Möbius (s. 0. 7) folgende Systeme von Glei- 
chungen 


rt» =h 
ba + d3 — ha 
bn-ı An = in-1 
1.2 
a4 bj Er 81 
1 1 3} 
a, + b> 52 
Rd 
biete heben 
An Y bn Se 


Hieraus folgt nachstehender Kettenbruch 





ı 2 ; 
En “x hn-ı as en 
Sn—1 
Es ist also 
1 0 
0 hn—1 
0) 1 
0 Ö 
0 1) 
bn = 
Sn-% #1 
1 hn-ı 
0 1 
0 0 
0) 0 
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0 

Ö 

10) 

- gı 1 
1 a 
0 

0 

Ö 

gs 1 
1 a 





Zerlegt man hier, von rechts unten beginnend, in Unterdeter- 


minanten, so bestimmt sich 





gı 1 
Leshı 

A . . 
0 0 « 8n—1 
09:02, A771 

bn Beer 

gı 1 
1 -°n, 

|» . . 
BR 
Del ers 


Sn 


I, 1 0 
1 82 e 0) 
0) 0 8n—1 1 
0 0 1 hn-ıl 
nt 0: 
1 83 0 
0 0 . hn—ı 1 


Für jedes Linsensystem werden nun diese vier Determinanten 
ein für allemal berechnet, und es ist dann leicht, zu jedem a, das 


zugehörige bn zu finden. 


. Wir hatten bisher ein centrirtes System angenommen; diese 


Voraussetzung wollen wir nunmehr fallen lassen. 


Die Coordinaten 


des Centrums der (m + 1)ten brechenden Fläche seien £m, 7m, Cm, 
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das Brechungsverhältniss beim Uebergange aus dem pten zum 


(p + 1U)ten Mittel 


Wir setzen voraus, dass n,a den Werth 1 habe. 
schliesslich noch eine Reihe von Abkürzungen dadurch ein, dass wir 


l—n, 





sei 


setzen, unter rı,, TR... 


Np+1 


np 


Führen wir 


11 a 110 ER 
— U}, Te le, een u3 (sr ver‘ 
ne 

n3 


. In resp. die Krümmungsradien der einzel- 


nen Linsen verstanden, so besteht nach Neesen :®) für die x-Coor- 


dinate des Bildes folgende Relation. 


nı u... Nm-ı (t,, us .oo. 


x 
m-+1 N} ©. 


. Nm-—1 (u, ty ee 


Um) Xm + nı 


Um) xm+tn eker:e 


Es ist 


oe 4, Nm (t,, ug .. stm) 


Nm (u,, t, ... tm—ı) 


wo Xm die Abscisse des bei der vorhergehenden Brechung entstehen- 


den Bildes ist. 


2nı » 


Hebt man hier im Zähler und Nenner mit 


. Nm—1 


so sieht man, dass man auch schreiben kann 





rt 
1 us 
0 0 
0 0 
Ka es 
m+ı |Uı 1 
Tara, 
0 0 
Ö 0 


Ö 

0 

ii X 
m—1i1 m 

ax 
u 

OÖ 

Ö 

t x 
m-i m 
17 UX 
m m 








| 0 
1 us 10) 
0 0) Era) 
m—i 
0 0 AT 
m 
U 1 Ö 
1 a 0 
0) 0) 1.0 
m—1 
0 0 IX 
m m 





Sowohl im Zähler, als auch im Nenner, stimmen die Determi- 


nanten bis auf die letzte Vertikalreihe überein; man kann sie also 
summiren und hat dann 
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ul Ö 
1 ua 0 
Or) ex 
m—im 
u ä, lux+tn 
m m m 
mt U 1 A 0 
1 Des 
AH WERFEN 
m—1i1 m 
Mer iux ten 
m m m| 





und es findet sich, was anscheinend noch nicht bemerkt wurde, 


Ri, 
Zar Fee 


a Se a ng! 


Ums1r7, Xm 
tm—2 ve 


UmnXm + nm 


Hier haben wir somit die eine Coordinate des durch die letzte 
Brechung entstehenden Bildes ausgedrückt durch die entsprechende 
Coordinate des durch die vorhergehende Brechung entstehendes Bil- 
des, sowie durch eine Reihe für das nämliche Linsensystem und das 
nämliche Objekt constanter Grössen. Berücksichtigt man nun, dass 





ebenso 
u = dr 
u 4 — ” Ber — 12 ‘ 
ern Um-—2 N, U Xm—ı 
Um-1Xm--1tNm-—1 
ıst und schreibt man 
Xm 


ın der Form 


so erhält man 
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= 
B 
& 
ı 


a 
4 


Durch unausgesetzte Anwendung dieses Substitutionsverfahrens 
erhält man so schliesslich xm-+ı ausgedrückt durch einen Kettenbruch, 


fer 


welcher, abgesehen von den Constanten des Systems, u und t, nur 


noch die Grösse x; enthält. Wir kommen so zu dem interessanten 


Satz, dass die eine Coordinate des Bildpunktes nur von der entspre= 
chenden Coordinate des Objektpunktes abhängig ist. Der Mö- 
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bius’sche Kettenbruch ist als ein Specialfall des hier entwickelten 
zu betrachten. 


107) Casorati, Le proprieta cardinali degli strumenti ottici anche 
non centrati (alla sposa), Milano 1872. S. 73. 

108) Neesen, Ueber die Abbildung von leuchtenden Objekten in ei- 
nem nicht centrirten Linsensystem, Bonn 1871. 8. 18. 


28. Einen andren Dienst leisten uns die Kettenbrüche und 
deren independente Darstellung in der Elektrieitätslehre. Ist eine 
elektrische Masse Q !®) in der Entfernung s vom Centrum einer 
Kugel vom Radius R vorhanden (welch’ letztre jedoch durch einen 
Draht mit dem Erdboden in leitende Verbindung gebracht sein 
muss), so erzeugt sich auf letztrer durch Influenz (Induktion) eine 
Quantität 

QR 
RT 

Die Wirkung ist alsdann gerade so, als ob in dem „elektri- 
schen Bildpunkt,“ dessen Distanz von dem Centrum der zweiten 
Kugel | 

R? 

s 
ist, die Quantität Q concentrirt wäre. Denken wir uns diesen Akt 
der gegenseitigen Elektrieitätsmittheilung nmal wiederholt und ist 


- Gn die nte indueirte Quantität, 0n die Distanz des zugehörigen Bild- 
‚punktes vom Mittelpunkt der betreffenden Kugel, so bestehen fol- 
gende Relationen, Q = 1, R=- 1 gesetzt, 








en el, 
und hieraus 
% — 0 go — 1 
u 1} 
re En 
SEELEN RN ER 
Sry S9 a ee 83 
Sn—1 1 
On = ——, —— 
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Die Aufgabe ist nun, den reeiproken Werth von Qn in eine 
nach geraden Potenzen von s fortlaufende Reihe zu entwickeln; in 
etwas complicirter Weise ist diess bereits von Wand 110) ge- 
schehen. 

Wir erhalten aus dem Obigen direkt 








1 0 0 0) 
0 S 1; Ö 
0 Se 0 
0500 1.78 
1 (n) 
On m TITT 1 1 an 
“ Be Is 1 0) 0) 
Hr , al 0 
0) S 0 
22.0220 1.8 
(n) 
und demnach | 

S 19807, 0) 

1 S 1. 10) 

— 1 Ss. 10) 

An 
10 Ban 4 SEE Dr En Rn; 





Dass diese symmetrische Determinante sich nach absteigenden 
Potenzen des Diagonalgliedes in eine Reihe entwickeln lasse, leuchtet 
nun sofort ein. Die Entwickelung ergiebt 


ar — Sn — (n—1) Sn—2 + ee) sn=4 — 
4n 2! 
Anmerkung. Wir hätten diese Reihe auch sofort erhalten 
können, wenn wir die Clausen’sche Formel (s. o. 12) 
angewandt, die in ihr vorkommenden Quadratwurzeln 
nach dem binomischen Lehrsatze aufgelöst und .entspre- 
chende Glieder zusammengefasst hätten. Strehlke 
hat diess für den nten Näherungs-Nenner des Ketten- 
bruches 
1 
“a 


1 
% a 
gethan 111); er findet denselben gleich 
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(n—2) (n—3) 
RE 
woraus für negative Theilzähler der obige Werth her- 


au + (n—1) aU=2 + 


BETTEN 





vorgeht. 


109) Wand, Die Prineipien der mathematischen Physik und die Po- 
tentialtheorie, Leipzig 1871. S. 159. 
110) Ibid. S. 161. 
111) Strehlke, Ueber die nten Näherungswerthe der periodischen 
Kettenbrüche 
1 
1 und -— 1 
ae Balzer lu 
ar Ries iu Haben, 
Grunert’s Archiv, XL. Theil. 8. 341. 


u 
a 





Wir haben im Vorstehenden zu zeigen versucht, dass die ein- 
zige Darstellung der Näherungswerthe von Kettenbrüchen, welche 
allen Anforderungen entspricht, diejenige vermittelst Determinanten 
sei, und dass diese Darstellungsweise auch bei verschiednen Gelegen- 
heiten, welche die Anwendung der Kettenbrüche erfordern, sich 
höchst nützlich erweise. Es darf sogar gesagt werden, dass in der 

‘ Lehre von den Determinanten der Schlüssel für die Behandlung der 
Kettenbrüche enthalten ist, und gewiss wird jeder Satz, um welchen 
sich die erstre Disciplin bereichert, auch für die Ausbildung der 
Theorie der letztren förderlich gemacht werden können. 


Günther, Darstellung der Näherungswerthe, I 
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Zusätze zu Kapitel L und II. 


Zu $. 6. Als dieser Paragraph zu Anfang des Jahres 1872 
“niedergeschrieben ward, konnte man nicht voraussehen, dass jenes 
Jahr für diese Lehre einen so reichen Beitrag liefern werde. Es ist 
hier zunächst hinzuweisen auf die bereits (s. 0. 24) citirte Schrift 
von Casorati, in welcher sich eine Anwendung der Determinanten 
auf dioptrische Probleme durchgeführt findet. 

Indessen beruht der betreffende Abschnitt im Wesentlichen auf 
der einfachen Umgestaltung der bekannten Euler’schen Algorithmen 
in Kettenbruch-Determinanten, ohne für die Theorie der letztren we- 
sentlich Neues zu liefern, während sich sonst aus dieser Abhandlung 
mancher beachtenswerthe Satz ergeben dürfte. 

Ferner ist zu erwähnen, dass Hattendorf!!?) Kettenbruch- 
determinanten angeführt hat, mehr freilich in der Absicht, die Ver- 
wendung der Determinanten durch ein interessantes Beispiel zu illu- 
striren. „Bezeichnet man die Determinante 


no) VE 0 
1 0a Pp3 0 LER) 0) 
1) 1 Uses Das Yun 0 0 
0 0 0 0 q Eu; 

n—1 n 
0 0 0 0 1 q 


mit Qıin . . . Darin erkennt man aber die Recursionsformeln, nach 
welchen die Zähler und Nenner der Näherungswerthe des Ketten- 
bruches 


berechnet werden.“ 
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Vor Allem wichtig hingegen ist eine kürzlich erschienene Ar- 
beit G. Bauer’s !!3), indem dieselbe sich nicht darauf beschränkt, 
die independente Darstellung der Näherungswerthe einfach zu zeigen, 
sondern höchst wichtige Anwendungen davon macht. Durch eine Reihe 
eleganter Determinanten-Transformationen wird der Lehrsatz bewie- 
sen, dass das Produkt der beiden Kettenbrüche 


12 
a—1l + = EUREN: 5) 3? 
2(a— 1)" + 2(a =1)2 + 
und 
ET an 32 
BEN Su 


stets den Werth a? hat, woraus sich alsdann eine Wallis’sche For- 
mel leicht ableiten lässt. 

Schliesslich ist zu bemerken, dass auch Sylvester *) sich 
der Kettenbruchdeterminanten bedient hat. 

Zu $S. 8. Die im Anfang dieses Paragraphen stehende Angabe, 
dass Scheibner zuerst die Ableitung der Kettenbrüche aus trino- 
mischen Gleichungen gegeben habe, beruht auf einem Irrthum **). 
Den ersten speziellen Fall, wie auch den allgemeineren hat bereits 
L. Euler in zwei diesem Gegenstand gewidmeten Aufsätzen be- 
handelt 11%), 

| Noch vor Scheibner hat auch G. Bauer auf dieselbe auf- 
merksam gemacht 1'°), : 

Es wird dort 

SZ AH + Ag Ft Am H+ 0% 
gesetzt, und man fragt nach der Bedeutung von ee Man findet 


4=-2[E- 69° 
Fe = [( EI 5 B +ta)e | 


und hieraus An von der Form 


An=(- Da rt (Pre: ER ) 





| Persönliche Mittheilung von Urn. Professor Dr. Stern. 
**) Persönliche Mittheilung von Hrn. Professor Dr. @. Bauer. 


9* 
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„wo Pn und Qn Polynome von = sind. Um das Gesetz, nach wel- 


“ h 
chem dieselben gebildet sind, zu finden, substituire man für 
An-tı, An, An—ı 
ihre Ausdrücke in die Relation, welcher sie genügen, und bemerke, 


dass die Co£fficienten von 
a —a 
e und e 


in der so erhaltenen Gleichung einzeln gleich Null sein müssen, so 








ergeben sich folgende Relationen, vonn —=1an 
Pa+ı u Pa-ı er eu 12 a 
Qt — An - mo 


aus welchen man ersieht, dass Pn und Qn der Zähler und Nenner 
des nten Näherungsbruches sind. 
Da ferner die Coöfficienten An mit wachsendem n ‘gegen Null 


convergiren, so muss der Werth des vollständigen Kettenbruchs 


—23 
e 


sein.“ Man erkennt, dass hier die in Frage stehende Ableitung be- 
reits als bekannt zu Grunde gelegt ist. 

Zu $. 11. Der Beweis des Satzes, welcher die Ueberführung 
eines aufsteigenden Kettenbruches in einen absteigenden ermöglicht, 
ist am angeführten Orte durch den Schluss von n auf (n+]1) ge- 
führt worden. Da es aber gewiss wünschenswerth ist, alle Induk- 
tionsbeweise möglichst aus der Wissenschaft zu verbannen, so möge 
hier ein unmittelbar aus den Eigenschaften der Determinanten ge- 
schöpfter Beweis nachgeliefert werden. Es handelt sich also darum, 
die Determinante 

Be 0 0 0 
ba Be 0 0 
Ö 


A=|b a sul 
b; Ö 0 a4 —1 
DIL OO 0 ea 


entsprechend zu transformiren. Der Einfachheit halber betrachten 


wir nicht den allgemeinsten Fall, indem die Ausdehnung auf diesen 


nicht die geringsten Schwierigkeiten hat. 
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Multiplieirt man die 4. Zeile mit b;, die 5. mit b,, und zieht 
erstre von letztrer ab, so erhält man . - 
ı|b —i 0 0 0 | 
ba 9 —1l 0 0 
LER mu = b3 0 al 0 
: j bb, 0 0 abs ss—h, 
N, 0 0 —ayb,; Übu+b; 


Dividirt man die 4. Zeile nunmehr mit b;, multiplieirt die 3. 


und 4. resp. mit b, und b; und subtrahirt wiederum die erstre von 
der letztren, so folgt 


Del 0:0 | 
1 ba a, —1 0) 0 
ee ik be VD. 2b —b 0 
Ze BE, 3b4 304 4 


0 0 —agb; aybz+b,;, —1 
ne 0 0 —ab %br4trb; 
Die dritte Zeile lässt sich nun durch b, dividiren; die näm- 
liche Operation, wie oben, indem als Faktoren für die 3. und 2. Zeile 
resp. b; und b, auftreten, liefert 


| bı at 0 0 NE 
b>b; agb —b; 0 \ 
u EN) —agb; agbatb; —1 I 
2 2 
bab; by 0 0) _ a;b. a;b3+b4 ee 
0 0) 0 —ab; Abs +b; 


Dividiren wir nun die-2. Zeile niit b3, so ist unsre obige De- 
terminante in die mit dem Faktor 


= 





1 
babzbı 
behaftete Kettenbruchdeterminante 
bj —i 0 0 One] 
ba a —1 0 0 
A 0 
0 0 — ab ab t+b —1 
0 0 0 —ab; Ü%bı+b; 
aabı + ba —1 0 0 
SER: eat 0 
Ehrbbsbı je 5 PR nei 
0 0 — a,b; Abu tb; | 





übergegangen. 
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Zu $. 12. Sämmtliche Beweise des Clausen’schen Theoremes 
erscheinen etwas gekünstelt, so auch der in diesem Paragraphen vor- 
getragne. Es dürfte sich desshalb der nun folgende empfehlen, wel- 
cher bei einer ganz anderen Untersuchung sich vou selbst ergab. 


Bezeichnet man mit st die Summe der tten Potenzen der Wur- 
zeln der Gleichung 


so erhält man !16) das bekannte Newton- Girard’sche System re- 
eurrirender Gleichungen 


A + a0 — 0 
242 + 215 + 38 = 0 


ta + a. sc #1. + 28 rad 
t t—1 t—1 t 


und hieraus folgt dann 


a ag Ö 0 0 
2a 4.9. © 0 
| 1 ) Bas an Car Ay 0 
3. — — 
a0 du a m 2a 0 


ta: ana 0 Sn ee SER cr 


Wendet man diess auf die quadratische Gleichung 
xı -iaxe=th 


an, deren Wurzeln resp. 
a ES 
XxX9 Br (3+V — + b 


sind, so erhält man, wenn man den Quotienten 


St—1 
St 


zu bestimmen sucht, 


“Hs 





3 Fe a EL 
B+VErris-VE +) 0.70 #0. be 


je —e 


a eve ee 20.200 
| Be Varel -V7+°) 8 a 


Nresbrea nel 








VEROF FO RDEE 
t) 
Nun ist, wie wir sahen, wenn wir resp. mit qk und px Nenner 
und Zähler des kten Näherungswerthes des Kettenbruches 


bb 
bezeichnen, Se a + 
eG 0 a N 0 
bpb a —1 0 pp a—l 0 
=). ha a ee 0 
Dee hka Ne er 
(k) (k-1) 








Zerlegen wir jetzt die beiden obigen Determinanten, dadurch, dass wir 
2b =»b + b 
setzen, in zwei Summanden, so folgt ? 


Ari Fa tl 2,2 ut 
a ee A 
.St—1 —_ gt-1 + bat 


—— 
—m 


St & a2 TAt-1-/2 t-1 Ge + bat-e 
(34 VE + b)+ (*-V == v) 


Da, dem Obigen zufolge, 
a) 
bgt-3 = gt-1 — agt=2 
ist, so ergiebt sich durch Einsetzung der betreffenden Werthe 








Be  ege-1 7,006 
St agt-ı + 2bqt-e 
und wenn man aus dieser Gleichung das Verhältniss 
At—2 


dt—1 
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bestimmt, Se 


Fe a 


a auoh 
St 


und, wenn man für — wieder seinen Werth substituirt, 
21 = v) 
a er — + o) 
x De t—1 a 
EN Eh nn A 
(( 2 yi i Hi 2 TERN ) 
5 KB rare ni > V: +») 
Na ru 2 2 
a, RRENET t—1 
2 er en ») ae ) 
+a(($+ VE 44 tb 


Indem man sowohl im Zähler, wie im Nenner resp. 


3 N t-1 BE t—1 
a a a a x 
ei a di — — se b 
G+VEr) m(a-VEr) 


heraussetzt und entsprechend zusammenfasst, fliesst hieraus als 


Schlussformel 
N tl 3 NER 
(*+\ 2 Er ') -(#-V N ') 
een 2 4 5 2 4 


ner. a V: a fa Ve BE 
Ber Er b —ı ı_— 8 b 
(4 1 ) 2 259 


Hiernach ist auch oben (S. 51) vor dem Bruchstrich noch der 
Faktor b hinzuzufügen. 
112) Hattendorf, Einleitung in die Lehre von den Determinanten, 


Hannover 1872. 8. 20. 

113) G. Bauer, Von einem Kettenbruche Euler's und einem Satze 
von Wallis, München 1872. 

114) Euler, Comment. Acad. Petrop. 1739. 

Id. Acta Acad. Scient. imper. Petrop. 1779. 

115) G. Bauer, Ueber die Coöfficienten der Reihen von Kugelfunktio- 
nen einer Variablen, Crelle's Journal, 56. Theil. 8. 4. 

116) Fiedler, Die Elemente der neueren Geometrie und der Algebra 
der binären Formen, Leipzig 1862. 8. 44. 


Zu 8. 21 sei noch bemerkt, dass für die partiellen Differential- 
quotienten desshalb griechische d angewandt wurden, weil das hiefür 
gewöhnlich gebrauchte Zeichen sich in der Druckerei nicht vorfand. 


Te ee 
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